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TOMOGRAFIA DI IMPEDENZA (EIT)

Basi teoriche EIT

Nella EIT si dispongono degli elettrodi sulla superficie del corpo sotto

indagine. In seguito si inietta una corrente (tra 10 ¢ 100 kHz) tra due o

piu di questi elettrodi e si misurano le tensioni tra varie coppie di

elettrodi. Lo scopo € quello di ricostruire la mappa di conducibilita (o

dualmente di resistivita) del target (Fig. 1). Quindi I’incognita del nostro

problema elettromagnetico ¢ o(x,y) nel caso bidimensionale ovvero

o(X,y,z) se vogliamo un imaging tridimensionale dell’oggetto.

Figura 1

La ricostruzione si puo riassumere nei seguenti tre passi fondamentali:

v" Raccolta dati (misure sulla superficie del corpo)
v

v Problema diretto (tecnica numerica)
v

v Problema inverso (algoritmo di ricostruzione)
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Raccolta dati (data collection)

Per quanto riguarda la raccolta dati, I’obiettivo ¢ quello di ottenere il
numero maggiore di misure indipendenti a parita di numero di elettrodi.
Di seguito sono mostrate le tecniche di acquisizione 2D e

successivamente quelle 3D.

Metodo dei vicini (Neighboring method )
Considerato un sistema con E elettrodi, questo metodo consistente

nell’iniettare corrente tra due elettrodi vicini (coppia pilota) € misurare

la tensione tra tutte le restanti (E-3) coppie di elettrodi vicini che non

coinvolgono gli elettrodi pilota (metodo a quattro elettrodi) (Fig. 2).
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Figura 2

Di seguito si cambia la coppia di iniezione e si ripetono le misure.
Quindi nel caso di un sistema EIT a 16 elettrodi si hanno: 16 coppie di
iniezione di corrente e per ciascuna 13 coppie di lettura quindi
16*13=208 misure di tensione. Di queste soltanto la meta ovvero 104

sono linearmente indipendenti dovendo wvalere 1l teorema di
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reciprocita®™. Questo metodo di acquisizione (nel caso di ricostruzioni
2D) richiede il posizionamento di elettrodi sul bordo dell’oggetto ed in
maniera complanare. Un inconveniente del metodo dei vicini ¢ che la
densita di corrente all’interno dell’oggetto sotto indagine decresce
rapidamente all’aumentare della distanza dalla coppia di iniezione e
quindi le tensioni misurate su elettrodi lontani da quelli di iniezione sono

basse.

Metodo degli opposti

In questo metodo, la corrente viene iniettata attraverso due elettrodi
diametralmente opposti. L’elettrodo vicino a quello di iniezione ¢ usato
come riferimento per le misure di tensione. La tensione ¢ misurata su
tutti gli altri elettrodi eccetto quelli di iniezione. In un sistema di
acquisizione a 16 elettrodi si avranno 13*16= 208 misure di tensione di

cui solo 104 sono indipendenti in base al teorema di reciprocita.
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et dimisure per la prima coppia di memone Secondo set di misure

Figura 3

) La tensione che misuro tra la coppia di elettrodi i e j stimolando in corrente tra k e I & uguale a quella che misuro
tra k e 1 stimolando tra i e j. Ovvero in simboli: I; Vit = L Vj
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Metodo adattativo

In questo metodo I’iniezione di corrente avviene attraverso tutti gli
elettrodi, ed in maniera contemporanea (dovendo sempre essere Z [ = 0).
In particolare, con questo metodo, nel caso di mezzo omogeneo con
sezione trasversa circolare, si riesce ad ottenere una distribuzione di
corrente perfettamente uniforme iniettando in ciascun elettrodo la
corrente: In = Imcos (2nn/16) (Fig. 4). Ciascun elettrodo puo fornire una
corrente compresa tra -SmA e 5 mA e le misure di tensione vengono

effettuate tra un elettrodo di riferimento e tutti 1 restanti elettrodi (N=15).

I=rcos8

Figura4

In un sistema a 16 elettrodi si riescono ad ottenere 240 (ovvero 15%16)
misure di tensione di cui 120 indipendenti. Un inconveniente di questa
tecnica ¢ quello di dover utilizzare contemporaneamente 16 generatori di
corrente. Inoltre si devono misurare delle tensioni tra elettrodi che
iniettano corrente (metodo a due elettrodi) e quindi nella misura di
tensione sara compreso anche Deffetto dell’impedenza di contatto

elettrodo pelle
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Metodi di raccolta dati nell’imaging 3D

Finora abbiamo parlato di imaging bidimensionale quindi abbiamo
considerato tutte le grandezze elettriche vincolate su un piano, ovvero
strutture ed elettrodi indefiniti lungo z. In realta la corrente iniettata tra
due elettrodi complanari si disperde in tutte e tre le direzioni (Fig. 5). Un
primo effetto ¢ che aumentando la sezione in cui scorre al corrente, la

resistenza tra due elettrodi per il caso 3D ¢ piu bassa rispetto al caso 2D.

Figura 5

Disponendo ulteriori elettrodi al di sopra e al di sotto della sezione
trasversale di interesse possiamo ottenere una stima della distribuzione
di conducibilita nelle tre direzioni.

Per I’imaging tridimensionale si utilizza un sistema di acquisizione che
inietta corrente tra elettrodi di iniezione disposti su diversi strati paralleli
e misura le tensioni tra elettrodi di misura dislocati lungo la periferia di

ciascun strato.



Stefano Pisa - Strumentazione e Tecniche per la Diagnostica - 2015 - EIT

Problema diretto

Consideriamo un dominio bidimensionale “€?” al cui bordo “S” con
normale uscente no sono posti 1 16 elettrodi di misura.

S

1=

VL'
Figura 6

Le equazioni di Maxwell in condizioni quasi statiche ed in regioni prive

di sorgenti diventano:

VxE=0 _ E=-Vo
VxH=J=cE

dove si ¢ ipotizzato che la regione sia priva di sorgenti impresse € sia un

buon conduttore (trascuro le correnti di spostamento elettrico).
V.J=V-(VxH)=0

V-(cE)=-V:(cVg)=0

cVch +Vo-Ve=0 (1)
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Teorema di unicita: In regioni “Q” in cui valgono le Eq. Di maxwell in
condizioni quasi statiche con assegnati potenziali al contorno su “S” la
distribuzione di potenziale ¢ unica. Mentre, se sono assegnate le derivate
normali del potenziale sul bordo, la soluzione ¢ unica a meno di una

costante additiva.

/s

VL
Figura 7

< Problema di Dirichelet

e o(X,y) noto su Q2
e ¢ (Xx,y)notosusS

e E’unico ¢ (x,y) suQ
< Problema di Neumann

e G(x,y) nota su €
e Vo -n notosuS$S

e E’ unico ¢ (x,y) su Q a meno di una costante additiva
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Metodo delle ammettenze

Il metodo delle ammettenze segue fondamentalmente un approccio alle
differenze finite (finite difference method) per discretizzate le equazioni
di Maxwell in un dato mezzo in condizioni quasi statiche (presenza di
corrrenti di conduzione). Vedremo che il mezzo stesso verra decomposto
in celle elementari di forma ben definita e si otterra una rete di
ammettenze, 1 cui valori sono legati alle proprieta dei tessuti presenti

nella regione di studio, analizzabile con la legge di Kirchhoff ai nodi.

Il primo passo del metodo consiste nel suddividere il volume di interesse
in celle omogenee a forma di parallelepipedi di lati Ax Ay Az e centrati

in (x,y,z), come mostra la seguente figura:

A
A
Yy
AR
A (X:Vrz) (x+IYIZ) (X"‘AX:V:Z)
[ [ o
Ay
v
Ax
z X
Figura 8
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Per ciascuna cella le equazioni di Maxwell in condizioni statiche ed in

presenza di sorgenti elettriche impresse (Jie) diventano:

VXH:QC + Qie = GE + Qie

Eseguendo la divergenza membro a membro dell’Eq. 1, integrando
successivamente 1 due membri nel volume di una cella ed applicando

infine il teorema della divergenza, si ottiene:

—[oVe-ndS+[J;.-ndS=0 (2)
S S

In cui S ¢ la superficie chiusa che racchiude la cella ed n la normale
verso 1’esterno. L’integrale puo essere spezzato nella somme sulle sei

facce ottenendo:

] 6,-Vo-XodS — [0,V -X0dS+ | 6, Vo-y,dS +......+lie =0
S S -

X~ xt y~

S

Il metodo delle ammettenze consiste nell’approssimare le derivate del
potenziale nella equazione precedente con i corrispondenti rapporti
incrementali valutati utilizzando le tensioni V al centro delle celle, cosi

ottenendo:

G (Vx,y,z _VX—AX,y,z)AyAZ_G ) (VX+AX,y,Z _VX’Y’Z)A}’AZ-F
X AX X AX

V.o, -V, \Y _V
( X,Y,Z X,y AY’Z)AXAZ—G ( X,y+Ay,z X’y’Z)AXAZ+

y Ay i Ay

- (Vx,y,z _Vx,y,z—Az)
z Az

\Y, -V
Veyzesz = Vayz) AxAy +1;, =0

AXAy -G |,
A’ Az

3)
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In cui lie rappresenta la corrente impressa al nodo (X,y,z) con segno
positivo quando ¢ uscente dalla cella. I pedici delle conducibilita stanno
ad indicare in quale punto viene valutata la conducibilita: ad esempio
considerando il primo termine dell’equazione, esso rappresenta uno dei
sei contributi di flusso attraverso la cella (x,y,z), in particolare quello
attraverso la faccia parallela al piano coordinato YZ, passante per il
punto (x-Ax/2,y,z), la cui normale uscente n=-1.

Se si considera la resistivita px+ sulla faccia x™ pari alla media tra le
resistivita delle celle in x e x+Ax ) possiamo introdurre un’ammettenza

definita come:

1 Ay-Az  2¢c,-c Ay Az

X ES
px+ Ax Cx + CX+AX Ax

X +AX

4)

Dove “cx” rappresenta la conducibilita campionata al centro della cella

ed ¢ un elemento della matrice 3D C delle conducibilita campionate. In

maniera analoga si ricavano le ammettenze per le altre facce. Con queste
posizioni I’Eq. 3 diventa la legge di Kirchhoff alle correnti per la rete
elettrica lineare costituita da tutte le ammettenze definite come in Eq. 4 €
riportata per il caso 2D in Fig. 9. A partire da questa rete possiamo

Scrivere:

1 1

P = e © Doax Ox Cxaax oy _ 1 _ 2% Canx doverce o
2 2 Px+ Cx * Cxiax

rappresentano la resistivita e la conducibilita valutate al centro della cella

10
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(Vx,y,z - VX—AX,y,z )YX, - (VX+Ax,y,z o Vx,y,z )Yx+ + (Vx,y,z - Vx,y—Ay,z )Yy—

o (V Vx,y,z—Az )Yzf - (Vx,y,z+Az o Vx,y,z )YZ+

X’y7Z

X,y+Ay,z Vx,y,z )Yy+ + (V

+Iie :O

VI (x, y +Ay)

VY+

(x + Ax, y)

(x,y) T

(x-Ax,y)

O
(x, y - Ay)

Figura 9

Ovvero un sistema del tipo:

Xy:lll (5)

I1 sistema di N equazioni in N incognite che s1 ottiene puo essere risolto

utilizzando una tecnica iterativa con sovrarilassamento successivo. In

questo caso si pone:

11
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1
V —
XY,z Y- +Y .+ Yy_ + Yy+ +Y - +Y.

LY, Vi +Y -V

+AX,y,z xX—AX,y,zZ

Y Viyinyz Y- Vayayz Y, Vyzins 7Y~ Viyzoaz —Liel

(6)
Nella tecnica iterativa ad ogni passo si aggiorna “iterativamente” il
potenziale di una cella in funzione di quello delle celle adiacenti in base
all’Eq.: V™! = Vyy., dove Vxy., ¢ valutato tramite I’Eq. 6. Nella tecnica
iterativa con sovra rilassamento si calcola la stima del potenziale al
passo n+1 prelevando la stima al passo precedente n piu un termine di

correzione, OVVero:

n+l n n
Vx,y,z — Vx,y,z + 0L[\/vx,y,z - Vx,y,z] (7)
n+l n

In cui VX,y’Z e Vx,y,z sono 1 potenziali al nodo x,y,z valutati

rispettivamente al passo n+1 ed al passo n. Vyxy,. ¢ data dall’Eq. 6 ed a ¢

la costante di rilassamento il cui valore ¢ 1<a<2. La procedura termina
quando ¢ soddisfatta una condizione del tipo:

n+l n -K _
Vx,y,z o Vx,y,z <10 per ogni x,y,z  (8)

Che rende la differenza tra il valore calcolato all’istante n+1 e quello
all’istante n piccola a piacere (al crescere di K).

Un altro modo per risolvere il sistema (5) consiste nell’invertire la

matrice Y. Tuttavia si deve preliminarmente osservare che le N
equazioni ottenute non sono tutte indipendenti. Infatti essendo il
potenziale definito a meno di una costante una delle equazioni ¢

ottenibile come combinazione lineare delle altre. Questo problema puo

12
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essere risolto ponendo pari a zero il potenziale di una cella (ad esempio
quello dell’elettrodo da cui si preleva la corrente) e cancellando dalla
matrice Y la riga e la colonna corrispondente. In questo modo si ottiene
ancora un sistema tipo (5) in cui la matrice delle ammettenze Y’ ha
(N-1 x N-1) elementi (ogni riga di questa matrice ha solo 5 elementi
diversi da zero) ed i vettori V' ed I' hanno (N-1 x 1) elementi. A questo
punto la matrice Y' ¢ invertibile (quadrata e di rango massimo) e la
distribuzione di potenziale puo essere ottenuta come:

-1
I

V=y"| )

1<

S1 noti infine che il metodo delle ammettenze risolve un problema tipo
Neumann. Infatti, assegnata la corrente sul bordo del dominio, consente
di valutare la distribuzione di potenziale al suo interno e sui bordi del

dominio stesso.

PROBLEMA INVERSO: ALGORITMI DI RICOSTRUZIONE

D1 seguito verranno presentate alcune tecniche di inversione ovvero di
ricostruzione come I’algoritmo di Newton Rapson e I’algoritmo di
sensibilita. Sia I’algoritmo di Newton Rapson che quello di sensibilita
verranno presentati con riferimento al metodo di acquisizione dei vicini,
inoltre entrambi richiedono, al primo passo, la soluzione del problema
diretto (risolto ad esempio con il metodo delle ammettenze) su un mezzo
omogeneo di riferimento avente la stessa geometria del mezzo di cui si

vuole ricostruire la conducibilita.

13
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Metodo di Newton Raphson

L’ algoritmo di Newton-Raphson ¢ un metodo di ricostruzione iterativo,
sviluppato specificatamente per problemi non lineari. E’ uno degli
approcci maggiormente seguiti nel problema della ricostruzione EIT ed

¢ stato proposto per la prima volta da Yorkey (1986).

Nel metodo di N&R si definisce un ERRORE come la differenza tra le
(M) tensioni simulate risolvendo il problema diretto per una
distribuzione di conducibilita ¢ fissata e nota a priori (vettore
g°( ¢ )(Mx1)) e quelle misurate tra tutte le coppie di elettrodi (vettore

g™ (Mx1))

e(c)= g(c) — g™" (25)

In seguito si definisce un FUNZIONALE DELL’ERRORE detto anche
funzione obiettivo, o costo (P(e)) come ’errore quadratico medio non

pesato (Norma L2)®.

(26)

2

(g (0)- g™ | (6 (0)- g™ )= ¥ (6" (c)- o™

_§i=1

Obiettivo del metodo ¢ quello di minimizzare il funzionale (26) cioe

avere dei dati simulati il piu possibile simili a quelli misurati.

Ovvero trovare la distribuzione di conducibilita tale che:

™ T vettori sono tipicamente definiti come vettori colonna. II trasposto di un vettore & quindi un
vettore riga. Il prodotto di un vettore trasposto per un vettore ¢ un numero.

14
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¢ = min(®(c))

Per minimizzare il funzionale (26), si pone la sua derivata uguale a zero:

900 (o) 13087 ), [ () oo |-

dc YA o i gi
(27)
T
0 calc (C) |
= ~ calc _omis | _ 0
{ = } e ©)-¢™]
calc
in cui 896(0) = J(c) ¢ il Jacobiano (Matrice M x N con M numero di
c <

misure ¢ N numero di pixel)"™ . Ogni elemento della matrice Jacobiana
ci dice in pratica come varia la differenza di potenziale tra due elettrodi

al variare della conducibilita di un pixel del dominio investigato. La

funzione @' (g) ¢ quindi ¢ un vettore:(N x M) M x 1) =(N x 1).

Poiché la (27) ¢ ancora naturalmente una funzione non lineare della

distribuzione di conducibilita, espandendola in serie di Taylor intorno ad

k . C .o
un punto ¢ e mantenendo solo 1 termini lineari si ha:

@)= @'ck )+ @[ Ak =0 (28)
k — k+1 k . " .
dove Ac® =c*" -¢". La matrice @ (c) ha la seguente forma:
991 991 G
(*%) 801 802 aCN
ag(c) | 992
oo |
9m .. 9%9um
801 8CN

15
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@ @)=Ll pE] fe™ ©-e] e

dove ® ¢ il prodotto matriciale di Kronecker. Il termine J (g) ¢ difficile
da calcolare esplicitamente, ma spesso ha valore trascurabile rispetto a
H(g)]T LJ(Q)], e di conseguenza possiamo approssimare la matrice 2"(9)

come:

@ (¢)=[1)]' ()] (30)

Questa approssimazione ¢ accurata per piccoli spostamenti da c.

Sostituendo la (27) e la (30) nella (28), imponendo questa pari a zero,

otteniamo:

6 ) e T o -

e risolvendo per Agk st ha:

et =L D TBe T} e Tl )]

Ovvero, posto J, = g(gk) si ha:

ach =g [ e ) g™

L’ equazione (31) definisce una procedura iterativa per calcolare c¢. Ad

ogni passo k, una volta nota la stima gk, st risolve la (8) e si aggiorna la

stima di ¢ come:

16
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Quindi I’algoritmo di N&R prevede una serie di passi:

1: Inizialmente viene fissata una distribuzione di conducibilita (c°)

2: Per un sistema con E elettrodi si calcolano le M = (E-3) x E tensioni
teoriche sugli elettrodi per la fissata scelta di conducibilita e le date
configurazioni di pilotaggio in corrente utilizzando una tecnica
numerica. In questo modo si ottiene il vettore ge¢(c?).

3: Si sottraggono le tensioni cosi calcolate dal set di quelle misurate

(g™*) sulla distribuzione vera, e dopo aver calcolato il Jacobiano
\=J(g 0 ), tramite le (31) e (32) si valuta ¢! e quindi il funzionale ®(c!)

4: Se il funzionale ¢ minore di una quantita predefinita ¢, assumeremo
come conducibilita vera quella stimata a quel passo,
5. altrimenti si ripete la procedura a partire ¢! da finché non venga

raggiunto il criterio di convergenza.

Osserviamo infine che, nella (31), € necessaria un’ operazione di
valutazione ed inversione della matrice J, -J, . Questa € tipicamente una

matrice quadrata mal condizionata e la sua inversione risulta molto
inaccurata e sensibile agli errori di misura. Comunque anche questa
matrice puo essere efficacemente invertita utilizzando la SVD. Un altro
possibile approccio per aggiornare la distribuzione di conducibilita
consiste nell’utilizzare delle tecniche di regolarizzazione di cui ¢ dato un

breve cenno nel seguito.

17
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Autovalori e Autovettori

Data la matrice A(NxN) se risulta det(A) = 0 la matrice si dice

SINGOLARE (non ha rango massimo).

Ogni numero A che sottratto a ciascun elemento della diagonale di una

matrice A (non singolare) la rende singolare ¢ detto AUTOVALORE

della matrice e risulta:
det(é—%l):O.

Ogni vettore tale che: (é—kl)yzo ¢ detto AUTOVETTORE della

matrice e per questi vettori risulta:

V=AV (19)

I>

Ogni matrice A avra in generale N autovalori ed N autovettori (se il
polinomio caratteristico ¢ totalmente riducibile m; + mz + m; = n).

Definiamo la matrice V=(Vv4,V,, Vy) formata incolonnando gli N

autovettori indipendenti di A. Generalizzando la relazione precedente si

ottiene:

Dove A ¢ una matrice diagonale che contiene tutti gli autovalori. E

quindi si ha:

<
>
I<

V'AV-= A=

A ovvero (20)

Quindi la matrice degli autovettori moltiplicata a destra e sinistra

(inversa) di A la diagonalizza (teorema spettrale).

18
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Valori Singolari

Data una matrice A(MxN), un numero o si dice VALORE

SINGOLARE della matrice se esistono due vettori non nulli u(Mx1) e
v(Nx1) tali che:

I>>

y=46u

T
u=0yv (21)

I>

u ¢ v si chiamano VETTORE SINGOLARE SINISTRO e¢ VETTORE
SINGOLARE DESTRO della matrice associati al valore singolare.

Se indichiamo con U(MxM) la matrice formata da tutti i vettori
singolari sinistri di A e con V(NxN) la matrice formata da tutti i vettori
singolari destri di A @ e con X una matrice rettangolare sulla cui
diagonale ) sono dislocati i valori singolari di A ordinati da quello in

modulo maggiore a quello in modulo minore ovvero distinguendo i casi
in cui M>N e M<N sara del tipo:

(? 0.2 0 ;i 0 «+ 0 0 - 0
: . _ 0 o ... 0 0 0
=0 0 0 o, » M>N; Z::: Do, : : :’NI<N
0 0 0 0 0 o, 0 — 0
0 0 0

Allora si puo scrivere:

VT =

™ si noti che entrambe queste matrici sono unitarie cioé: U - U~ =

1<

€

| e

) per una matrice rettangolare (MxN) si definisce ancora una diagonale come gli elementi di

2 - di tipo oiicon: 1 < i< min(m,n)

19
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T
¥ ; (22)

|3>
I
]

Da cui segue:

U'AV=x A=Uz V'

— ovvero

(23)

Detta decomposizione nei valori singolari (SVD) della matrice é

La SVD ¢ una trasformazione generale che si applica a qualsiasi matrice
rettangolare mentre la decomposizione in autovalori puo essere applicata
solo a certe matrici quadrate. Si puo dimostrare che se la matrice A ¢

Hermitiana (quadrata e A =A T*) e semidefinita positiva (tutti 1 suoi auto

valori sono reali e non negativi) allora 1 valori singolari e i vettori
singolari coincidono con gli autovalori e autovettori di A.

Inversa di una matrice

Matrici Quadrate a Rango massimo

Data una matrice A quadrata di ordine N a rango massimo ™ la sua

inversa (che esiste ed ¢ unica) si calcola come:

Ao L pa
- det(A) —

Inoltre risulta:

>
>
[l
>
>
IIH

®determinante non nullo, non singolare, ovvero righe e colonne linearmente
indipendenti.
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Matrici Quadrate o Matrici Rettangolari a Rango NON massimo )

In questo caso risulta:
r(A) <min (M, N)

Per questo tipo di matrici ¢ ancora possibile definire una matrice
“inversa” detta inversa generalizzata o pseudo inversa di Moore-

Penrose.

) Se la matrice ¢ Rettangolare a Rango massimo_A(M X N) a questa matrice non ¢ associato un
“determinante” né una matrice inversa nel senso classico. Tuttavia se una matrice rettangolare ¢ a Rango

Massimo ovvero: r( A ) = min (M, N) ¢ possibile associarle una “sorta” di matrice inversa (detta pseudo
inversa) tale che moltiplicata a destra ¢ a sinistra per é fornisca la matrice identita di ordine M oppure

N. In particolare, a seconda delle dimensioni di A possiamo definire due casi.

Caso M > N. In questo caso si associa ad A la cosiddetta pseudo inversa sinistra definita come:

Ag = (ATA) AT

(NxM) = (NxM)(MxN) (NxM)

Tale che:

AJA=(aTA] ATA -1,

Caso M < N. In questo caso si associa ad é la cosiddetta pseudo inversa destra definita come:

Ay = AT(aAT]
Tale che:
AAT= AAT(éATT1 = Iy
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La matrice inversa Generalizzata deve soddisfare le seguenti quattro

proprieta:

é é ¢ Hermitiana ovvero: (7 é) —A'A

||
o)
||

A Al ¢&Hermitiana

Inoltre si puo dimostrare che la matrice che soddisfa queste proprieta ¢
unica.

Per calcolare la matrice inversa generalizzata si puo utilizzare la
decomposizione ai valori singolari della matrice A (A=UZX V )

vista in precedenza, per cui si ha®:

(24)

Dove 2_1 rappresenta la trasposta di X ed in essa compaiono gli inversi

dei valori singolari non nullidi X . Nella EIT usualmente si utilizza la

SVD troncata (TSVD) cio¢ si considerano solo 1 valori singolari piu
grandi (oltre una certa stabilita tolleranza) ponendo a zero quelli piu
piccoli (con 1 relativi vettori singolari). Si puo vedere che in effetti 1
piccoli valori singolari introducono un “rumore” nella soluzione.

™ s1 noti che si ha:@é)_1 22_1 é_1 c XVT =| e qu1nd1
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Tecniche di Regolarizzazione

Premettiamo la seguente definizione. Un problema ¢ ben posto (secondo
Hadamard) se: la soluzione esiste ed ¢ unica ed inoltre la soluzione

dipende con continuita dai dati. Se ¢ mal posto ¢ necessario riformularlo

prima di trattarlo numericamente. Tipicamente ¢ necessario fare delle
assunzioni aggiuntive, come la limitatezza della norma della soluzione.

Questo processo € noto come regolarizzazione.

Data la matrice A(MxM) si consideri il problema della soluzione

1>

sistema lineare di equazioni: él =D 1a cui soluzione & X =

Se é ¢ difficile da invertire si parla di problema mal posto.
Si dice che un problema ¢ mal posto se sono soddisfatte le seguenti
condizioni:

1. I valori singolari di A decadono gradualmente a zero senza nessun
particolare salto nello spettro;

2. Il rapporto tra il piu grande e il piu piccolo valore singolare non nullo
¢ grande (matrice A mal condizionata e soluzioni sensibili alle
perturbazioni anche numeriche)

Un aspetto interessante dei problemi mal posti ¢ che il cattivo
condizionamento del problema non esclude la possibilita di calcolare
una soluzione approssimata significativa. Tuttavia, 1l cattivo
condizionamento implica che 1 metodi standard dell’algebra lineare
numerica, come LU, Cholesky, o fattorizzazione QR non possono essere

usati direttamente per il calcolo di (33) e che bisogna ricorrere a tecniche

di regolarizzazione.
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Ad esempio dato il sistema di equazioni lineari AX = Q, Questo

problema puo essere ricondotto al problema ai minimi quadrati:

é=mmHié—9W (33)

Dove (AX —Db)e detto residuo.

Tipicamente si impone che una norma quadrata della soluzione sia

piccola. Il vincolo ¢:
) 2
X=min HL&H (34)

Dove la matrice L puo essere: la matrice identita; un’ approssimazione
discreta dell’operatore gradiente o Laplaciano.

Nel primo caso si penalizzano le soluzioni con norma elevata mentre
negli altri due casi si penalizzano le soluzioni con forti variazioni.

La piu nota forma di regolarizzazione ¢ la regolarizzazione di Tikhonov.
Si definisce la soluzione regolarizzata come quella che minimizza la

seguente combinazione pesata della norma del residuo e del vincolo:

2
x=min |Ax~b| +2|Lx|" (35)

Dove il parametro di regolarizzazione A controlla il peso dato alla
minimizzazione del vincolo rispetto alla minimizzazione della norma del
residuo:Un grande A (una grande quantita di regolarizzazione) favorisce

una soluzione con una piccola norma del vincolo al costo di una grande
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norma del residuo; un piccolo A (cioé una piccola quantita di
regolarizzazione) ha I’effetto opposto.

Introdotto il vincolo, occorre abbandonare la richiesta di una soluzione
esatta in (33), per cercare una soluzione che non sia troppo lontana da
quella desiderata (la soluzione sconosciuta del problema imperturbato) e
che fornisca un compromesso tra la minimizzazione della norma della
soluzione (34) e la minimizzazione della norma del residuo (33).

Ricondotta all’algoritmo di Newton e Rapson la (35) diventa:

. 112
mis n }\‘H I; . QHZ

c=min 9calc(g)_9

3
2

E quindi la (31) diventa:

Ak =- bl Jo+aLT 'I;r 7 .[@calc (gk)_gmis)_M;T L.cf

. : o T T .
In questo caso la matrice da invertire ¢ : Ek "‘=Jk +AL |;J Questa ¢

una matrice quadrata a rango pieno e puod essere invertita con le usuali
tecniche di inversione delle matrici non singolari. Si noti che la matrice
Jacobiana puo essere valutata con varie tecniche™. In particolare si pud
dimostrare™ che la matrice di sensibilita sotto definita risulta essere una

buona approssimazione della matrice Jacobiana.

ID. Romano, S. Pisa, E. Piuzzi, “lmplementation of the Newton-Raphson and Admittance Methods for EIT”,
Accepted on: International Journal of Bioelectromagnetism, Vol. 12, No. 1, 2010.
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Vediamo ora come si puo valutare il Jacobiano.

Sappiamo che, per ottenere un set completo di M misure, dobbiamo scegliere piu
di una configurazione di correnti impresse, configurazioni comunemente chiamate
proiezioni. Nel nostro caso, sono P = E = 16 (pari al numero di elettrodi di cui

disponiamo).

Per ogni configurazione di elettrodi si deve risolvere il seguente sistema di

equazioni lineari:

I~

V=1 (9)

dove Y € una matrice reale (NxN) (con N numero di celle del dominio, cioe

NCELLE, diverso pero da R=NPIXEL, in cui invece non sono considerati gli

elettrodi: V ed I sono due vettori colonna (Nx1)

Dato un dominio ad esempio di 5x5 celle (vedi figura), la prima cosa da fare ¢

quella di numerare progressivamente le celle (scansione lessicografica).

In seguito, in base al metodo delle ammettenze possiamo costruire una rete di
ammettenze che studiata con kirchhoff da luogo ad un sistema di equazioni, una
per ogni cella, che legano il potenziale della cella (k) a quello delle 4 celle
adiacenti (k-1,k+1,I,m). Quindi in ogni equazione ci sono al massimo 5 termini

diversi da zero. Ad esempio per la cella k si avra:
Vi1 Yok + Vi 1Yik+17+ Vi Yo+ ViYkm =Vk(Ykk-1 + Yick+1+ Yo+ Yim) =0

Per un’assegnata numerazione delle celle la matrice delle ammettenze risultante e

simile a quella riportata nella figura sotto
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Yo - - Y,k

b

Yk-1,k-1  Yk-1k:
Yk, I - Ykk-1 YK,k Yk k+1 - - Yk,m

b

Yk+1,k  Yk+1,k+1

Ym,k - ~ Ymm

| termini y;; della matrice sono del tipo:

2Cicj
Yij= o OPPUreYii=- (Yijic1 + Vi1 T ¥ijo1 + Vi je1) (10)
1]

Quindi la conducibilita di ogni cella k e presente in 13 termini. Di questi tuttavia

solo 4 sono indipendenti in base alle (10) e alla simmetria della matrice Y

Risolvendo P volte il sistema (cioe per tutte le P configurazioni di iniezione) si puo

ricavare una matrice diagonale a blocchi XP (NPxNP) dove ogni bloccoe Y .

Un vettore colonna Ve (NPx1) andando a porre in sequenza, una sull’altra, tutte

le colonne V; ottenute come soluzioni del sistema (9):

Vp - = [yf,....yg.]r (11)

Ed un vettore colonna Ir (NPx1) andando a porre in sequenza una sull’altra tutte

le correnti |; di eccitazione:
po=fifap ] (12)
Quindi si puo scrivere:
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Yp-Vp=Ip (13)

A questo punto il set di dati g°°(c) (Mx1) puo essere ottenuto come:
g™(c) =T-Vp (14)

Dove T e una matrice di trasformazione (MxNP) che estrae le tensioni solo dalle

celle associate agli elettrodi. Quindi ogni riga di T ha tutti elementi nulli eccetto

due i cui valori sono 1 e -1.

Passiamo ora valutare la matrice Jacobiana 1 come:

0g°(0)__ ovp - oYy 1)

J=—=—==T T (15)
- oc - oOc = oc
Essendo:
AAT=S
VA-AT'=VA- AT +AV.A7' =0
V-AT=-AT-VA-A™
Con analoghe trasformazioni algebriche la (15) diventa:
oY oY
I=-T-|Y;" =2y ' [ =-T-Y;! —=P.v, (6
= =(= dc =PJ—P = =P dc VP (16)

L’equazione (16) mostra che la matrice Jacobiana pu0 essere ottenuta

differenziando la matrice YP rispetto a ¢ (si ottiene una triade-matrice 3D). Si

oY, | .
—' & una matrice
ocC;

=]

puo tuttavia notare che per ogni o5, J=1,...R, la derivata

sparsa. Come detto in precedenza solo 13 elementi sono diversi da zero di questi

solo 4 elementi sono indipendenti e quindi devono essere valutati. In particolare
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dalle equazioni del metodo delle ammettenze si vede che il generico elemento di

0Y p, /Oc; puo essere valutato come:

2
OYij _ ik _ 2¢] Ay
aCj aCJ (C] + Ck)z AX

7)

Tramite la (16) quindi la matrice Jacobiana puo essere valutata a partire dalla
valutazione della matrice T, dell’inversa di Yp della sua derivata rispetto a o e del
vettore Vp. Questo calcolo risulta piuttosto oneroso. Tuttavia, sfruttando il fatto
che in particolare le matrici T e la Yp sono fortemente sparse si puo ridurre

considerevolmente il numero di operazioni da effettuare.
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Algoritmo di sensibilita

2

-

Figura 10

Dato un dominio £2 con una fissata distribuzione di conducibilita o(x,y)
(Fig. 10) consideriamo le due distribuzioni di potenziale @i(x)y) e
¢2(X,y) dovute a due diverse coppie di iniezione della corrente alle porte

(11, I2) e consideriamo la divergenza del vettore g1oVg» si ha:

V- (@,6V9,) = ¢,VS- V@, + Vo, - Vo, + 69, V>0, "0
2
= (VG Vo, +6V (P2)+ SV, - Vo, =6V, - VO,

Dove nell’ultimo passaggio si € utilizzata I’Eq. 1.

Integrando nel dominio £2ambo i membri dell’equazione sopra ottenuta

ed applicando il teorema della divergenza si ha:

[V - (910Va O = [6Veq - VedQ = i(cmcvcpz)-n dS (12)
Q Q

Quindi in definitiva:
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ig(P’I ‘J2 dS = IG(V(W 'V(PZ) dQ (12)
S Q

Dove J; é la densita di corrente normale sul bordo (A/m?). L’integrale
sul bordo sara diverso da zero solo dove € presente J2 e quindi si ha:

[oVe- Ve, d =0, I, —¢,_I, =V I,  [AV/m]|(13)
O

Sviluppando la divergenza del vettore g»o Vi si ottiene:

JoVe, -V, d2=V, (14)
Q

dove Iz ed 11 nel problema 2D hanno le dimensioni di A/m.

Quindi nel primo caso (Eg. 13) I'integrale & pari al prodotto della
corrente iniettata in 2 (I2) per la tensione misurata in 2 (V1) dovuta alla
corrente iniettata in 1 e viceversa nel secondo caso (Eq. 14).
Combinando i due risultati si ottiene:

Vil =V2 11 (teorema di reciprocita) (15)

Preso ora un dominio omogeneo di conducibilitd oo supponendo una

.. . vl .. oo
variazione di conducibilita nel dominio in esame oo(x,y) con 7<<1,

avremo.
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6= 0p+00

P1= 010 + 001
192 = @20 + 002
V1 = V10 +6V1

V2 = V20 + 6V2

mentre la distribuzione di corrente nell’ipotesi di piccole variazioni di

conducibilita rimane costante all’interno del mezzo (y,=J,=J,) .

In particolare, ponendo I; = 1 dalla 14 si ottiene:

V, = Vay +8V, = [(6) +86) V(@10 +89;) - V(s +5¢,)]dQ
O

“Applicando una variazione molto piccola della conducibilita elettrica: O = O +00G  con:

fele

— << 1 per effetto della variazione di conducibilita si avra anche una variazione nella distribuzione
(e)

di potenziale e quindi: ¢ = (Po + 6([) e si ha.

J=—(0g +30)V(pg +8¢) = ~(cg + 8c) (Vg + Vde) =
-~ ooV — 6¢gVOp — dcVey — dcVop
Trascurando nell’equazione il termine che contiene due 8 i ha:
1 =1, —[ogV3p+3aVep]

Si puo dimostrare che il secondo termine dell’equazione precedente ¢ nullo infatti se si valuta la

divergenza del vettore J si ha.
V-J= V[(GO +86)V(p, + 8(p)] = -V -(0,VQ, +5,V8p+ 55V, +8Vdp) = 0
V(GOV(pO ) +V. (GOVS(p+ dcVo, ) =0  In questa equazione il primo termine ¢ nullo poiché vale

I’Eq. 1. Il secondo termine della stessa equazione invece ¢ la divergenza di un vettore che quindi ¢ nulla.

Inoltre se si opera il rotore del vettore a divergenza nulla si trova:
V x(5,V8p+86Vp, ) = 6,(V x Vo) +80(V x Vo, ) =0
Avendo appena dimostrato che sia il rotore che la divergenza del vettore ooVo@+daV@o sono nulli si

deduce che tale vettore & identicamente nullo. Per cui si ha: J = JO
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Sviluppando i passaggi e trascurando gli infinitesimi del secondo ordine

si ottiene: @ :

Voo = gf)(UOV(Pm Voo )dQ

8V, == [36(V@yq - V@y)dQ
Q2 (16)

Quindi la variazione di tensione 6V e legata alla variazione oo e ai

gradienti del potenziale nel caso omogeneo valutati per le due diverse

eccitazioni.

YV, =V, +8V, = [(59 +80)[V(919 + 80, V(s +8¢,)]dQ
0

= [(09 +80)[(Voy0 + V39, (Voy + Vip,)|d =
Q

= [(5( +80)[Ve1o - V@ + Vo0 - VOO, + V80, - Voo + V0, - VEp,)]dQ =
0

= [(cgV@10 - Voo + 5oV Pqg - V@, +6gVIQq - Vg )dQ +
O

[(86V10 - Vg +86VE@1 - Vg + 36V (qq - Vg, )dQ2
O

Essendo 06V @1 -VOp, =0 € 3oV -V, =0

Perché prodotto di due infinitesimi. Utilizzando le 13, 14 possiamo porre:

Vo = [(00Veqg - Voo JdQ
O
3V, = [(80Vp1g - Voo JdQ  + §89p0id0  +  §891J,do
O 5 5
6V2 = ISG(V(WO . V(pzo )dQ + 5V2 +8V2
O

E quindi in definitiva:

8V, == [86(Vyq - Vg )dQ
o
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Per poter implementare un algoritmo di ricostruzione bisogna
discretizzare il modello matematico che si ha a disposizione, quindi
bisogna anche discretizzare il dominio in esame in N celle di forma

arbitraria in cui la conducibilita elettrica & costante.

Quindi nel caso discreto, e facendo ora riferimento alle coppie di
elettrodi, abbiamo che la variazione di tensione (rispetto a quella del
mezzo omogeneo di riferimento e dovuta alla variazione di
conducibilita) alla coppia 1 di Fig. 10 dovuta alla corrente iniettata

nella coppia 2 sara:

o> N N 2
6971 = —.21 5¢; [(VVyg - VVip JdQY; = —_2150i31i (17)

Avendo definito:

Sf = A(va Vo0 ),

S%;i ¢ il coefficiente di sensibilita del pixel i-esimo rispetto alla coppia di
elettrodi di misura numero 1 e di eccitazione numero 2.
Estendendo questa relazione agli altri elettrodi di misura cioé eccitando

in corrente alla coppia 2 e misurando tra tutte le altre coppie si ottiene:
562 =—¥56S2  j=1..(E-3
J] ——_21 CiSji j=1...(E-3)
|=

Generalizzando a P=E coppie di elettrodi di eccitazione avro un totale
di M misure con M=P(E-3) e si ha:
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N

3P = —_2150551 j=1..(E-3), p=1..P
=

ed in forma matriciale :

0g=-S-9

Da cui si ricava:

OC =— §_1 -0g (18)

Dove & = ¢ — co € un vettore di N elementi (ovvero pari al numero di
pixel). & = g — go € un vettore con M elementi dove M=P(E-3) & il
numero di misure di tensione eseguite. La matrice S e la matrice di
sensibilita ed ha dimensione (MxN).

In Pratica, nel metodo della matrice di sensibilita si ha og = g™s — g’
cioé &g e la differenza tra il vettore delle misure (g™*) che effettuo sul
soggetto sotto indagine ed il vettore che ottengo risolvendo il problema
diretto su un modello omogeneo (g®'°). La matrice S la posso valutare
risolvendo il problema diretto sul modello omogeneo. Infine, tramite la

18 posso calcolare oc e quindi la distribuzione ¢ come:

C=Cq +0C

In conclusione quindi la distribuzione (c) di conducibilita della sezione
sotto indagine viene vista come una variazione (Jc) rispetto ad una
distribuzione omogenea. L’ultimo problema da risolvere & quello
dell’inversione della matrice S(MxN) che non e quadrata. Alcuni cenni

su una possibile tecnica di inversione sono riportati nel seguito.
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